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具有年龄结构的MSIQRS传染病模型的稳定性分析*

豆中丽

重庆财经学院，重庆 400055
摘 要：讨论一类具有年龄结构MSIQRS传染病模型，得出基本再生数R0和接种再生数R (φ )的表达式，证明

了当R (φ ) < 1时，无病平衡点局部渐近稳定；当R0 < 1时，无病平衡点全局渐近稳定性；当R (φ ) > 1时，无病

平衡点不稳定，此时系统存在地方病平衡点，并给出了地方病平衡点局部渐近稳定的条件；同时用基本再生数

的表达式进一步解释了接种在控制消除传染病中的作用。
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Stability analysis of MSIQRS epidemiological model with age structure

DOU Zhongli

Chongqing College of Finance and Economics，Chongqing 400055，China

Abstract：A class of MSIQRS epidemic models with age structure was discussed，and the expressions of
basic reproductive number R0 and the reproductive number with vaccination R (φ ) were derived. It was
proved that when R (φ ) < 1，the disease-free equilibrium was locally asymptotically stable at that time.
when R0 < 1，the disease-free equilibrium was globally asymptotically stable. When R (φ ) > 1，the dis⁃
ease-free equilibrium is unstable. And there exists only endemic equilibrium state，and the conditions of
local asymptotic stability of the endemic equilibrium point are given. The expression of basic reproduc⁃
tive number is used to further explain the role of isolation in the control of eliminating infectious diseases.
Key words：age structure；vaccination；basic reproductive number；stability

传染病是由病毒、细菌和寄生虫等感染人体后具有传染性的疾病［1］，关于传染病模型的研究已有很

多成果［2-4］。现代医学说明隔离是预防和控制传染病的有效手段之一，例如在2003年爆发的SARS传染病，

采用有效的隔离措施切断了传染病的传播途径，由此可见隔离对于 SARS疫情的控制功不可没，因此建立

带有隔离治疗的数学模型来说明这一问题显得尤为重要［5-6］。但是由于不同年龄的人群对同一疾病的感染

程度不一样，有些疾病（如风疹、小儿麻痹、百日咳等）只在儿童中传播，有些疾病（如性病）只在成

人中传播，所以研究年龄结构的流行病模型有着重要的理论和实际意义［7-9］。在上述文献研究的基础上，

本文讨论了一类具有隔离的年龄结构MSIQRS传染病模型，给出了平衡点的存在性及稳定性条件，并用基

本再生数的表达式解释了隔离治疗对于预防控制疾病的重要性。
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1 模型建立

当母亲被某种传染病感染后，她的体内将产生抗体，而这种抗体将通过胎盘传递给胎儿，所以对那

些处于染病期和已恢复的母亲，他们所生育的下一代，在一个短暂时期内有自然免疫力［10］，经过一定时

期后，免疫力丧失变成易感者，我们把这类个体归入M类。把人口分为被动免疫类、易感类、染病类、

隔离类、康复类，分别用M (a，t )、S (a，t )、I (a，t )、Q (a，t )、R (a，t )表示各类年龄密度函数，a表示年龄且

0 ≤ a < +∞， t表示时间，例如时刻 t年龄段 ［a1，a2］ 的易感者为 ∫
a1

a2
S (a，t )da，则含隔离的年龄结构

MSIQRS传染病模型为
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∂M (a，t )
∂a + ∂M (a，t )∂t = -( δ + d (a ) )M (a，t )，

∂S (a，t )
∂a + ∂S (a，t )∂t = δM (a，t ) - (d (a ) + λ(a，t ) )S (a，t ) - φ (a )S (a，t )，

∂I (a，t )
∂a + ∂I (a，t )∂t = λ(a，t )S (a，t ) - (d (a ) + g (a ) + α (a ) ) I (a，t )，

∂Q (a，t )
∂a + ∂Q (a，t )∂t = g (a ) I (a，t ) - (d (a ) + α (a ) )Q (a，t )，

∂R (a，t )
∂a + ∂R (a，t )∂t = φ (a )S (a，t ) + α (a ) ( I (a，t ) + Q (a，t ) ) - d (a )R (a，t )，

M (0，t ) = ∫0+∞ b (a ) (M (a，t ) + I (a，t ) + Q (a，t ) + R (a，t ) )da，
S (0，t ) = ∫0+∞ b (a )S (a，t )da，
I (0，t ) = Q (0，t ) = R (0，t ) = 0.

（1）

初始条件为
M (a，0) = M0 (a )，S (a，0) = S0 (a )，I (a，0) = I0 (a )，Q (a，0) = Q0 (a )，R (a，0) = R0 (a )，

其中 δ为被动免疫类转化为易感类的传递率；d (a )为年龄依赖自然死亡率；α (a )为年龄依赖恢复率；g (a )
为年龄依赖隔离率；φ (a )为年龄依赖接种比率；b (a )为年龄依赖出生率。传染率函数为

λ(a，t ) = k (a ) ∫0+∞β (a ) I (a，t )da，
其中 β (a ) ∈ C [ 0，+ ∞)为年龄依赖的染病率；k (a ) ∈ C [ 0，+ ∞)为年龄依赖的接触率。把模型（1）中前 5
个方程相加，得到总人口密度函数P (a，t ) = M (a，t ) + S (a，t ) + I (a，t ) + Q (a，t ) + R (a，t )满足
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∂P (a，t )
∂a + ∂P (a，t )∂t = -d (a )P (a，t )，

P (0，t ) = ∫0+∞ b (a )P (a，t )da，
P (a，0) = P0 (a ) = M0 (a ) + S0 (a ) + I0 (a ) + Q0 (a ) + R0 (a ).

这是标准的Mckendrick-Von Forester人口发展方程。假设所有的参数都非负，且

b (a )，β (a ) ∈ L∞ [ 0，+ ∞)， d (a )，g (a )，α (a ) ∈ C [ 0，+ ∞)， d (a ) > 0， ∫0+∞d (a )da = +∞ .
假设当个体超过一定生育年龄时有 b (a ) = 0；当人口的净再生率等于1，即

∫0+∞ b (a )e-∫0a d (τ ) dτ da = 1， P∞ (a ) = P (a，t ) = b0e-∫0
a
d (τ ) dτ .

设M0 (a ) ≥ 0，S0 (a ) ≥ 0，I0 (a ) ≥ 0，Q0 (a ) ≥ 0，R0 (a ) ≥ 0，则有

b0 = ∫0
+∞
P∞ (a )da

∫0+∞ e-∫0a d (τ )dτ da .
利用模型（1）中第6、第7个方程可得
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M (0，t ) + S (0，t ) = ∫0+∞ b (a )P∞ (a )da = b0 .
下面对模型（1）作归一化变换［11］，令

m (a，t ) = M (a，t )
P∞ (a ) ， s (a，t ) = S (a，t )

P∞ (a )， i (a，t ) = I (a，t )
P∞ (a )， q (a，t ) = Q (a，t )

P∞ (a ) ， r (a，t ) = R (a，t )
P∞ (a ) ，

λ(a，t ) = k (a ) ∫0+∞β (a )P∞ (a ) i (a，t )da = k (a )V0 ，
V0 = ∫0+∞β (a )P∞ (a ) i (a，t )da . （2）

则模型（1）转化为
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∂m (a，t )
∂a + ∂m (a，t )∂t = -δm (a，t )，

∂s (a，t )
∂a + ∂s (a，t )∂t = δm (a，t ) - λ(a，t ) s (a，t ) - φ (a ) s (a，t )，

∂i (a，t )
∂a + ∂i (a，t )∂t = λ(a，t ) s (a，t ) - [ g (a ) + α (a ) ] i (a，t )，

∂q (a，t )
∂a + ∂q (a，t )∂t = g (a ) i (a，t ) - α (a )q (a，t )，

∂r (a，t )
∂a + ∂r (a，t )∂t = φ (a ) s (a，t ) + α (a ) [ i (a，t ) + q (a，t ) ]，

m (a，t ) + s (a，t ) + i (a，t ) + q (a，t ) + r (a，t ) = 1，
m (0，t ) + s (0，t ) = 1，i (0，t ) = q (0，t ) = r (0，t ) = 0，
m (a，0) = m0 (a )，s (a，0) = s0 (a )，i (a，0) = i0 (a )，r (a，0) = r0 (a ) .

（3）

2 基本再生数的表达式和无病平衡点的局部稳定性

本节中我们将给出基本再生数R0和接种再生数R (φ )的表达式，R0表示染病个体在其整个染病期间易

感人口中所感染的新病人平均数。

由于模型（3）的平衡解满足
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dm (a )
da = -δm (a )，

ds (a )
da = δm (a ) - λ(a ) s (a ) - φ (a ) s (a )，
di (a )
da = λ(a ) s (a ) - [ g (a ) + α (a ) ] i (a )，
dq (a )
da = g (a ) i (a ) - α (a )q (a )，
dr (a )
da = φ (a ) s (a ) + α (a ) [ i (a ) + q (a ) ]，
λ(a ) = k (a ) ∫0+∞β (a )P∞ (a ) i (a )da，
m (a ) + s (a ) + i (a ) + q (a ) + r (a ) = 1，
m (0 ) + s (0 ) = 1，i (0 ) = q (0 ) = r (0 ) = 0 .

（4）

故易得到无病平衡点E0 (m0 (a )，s0 (a )，i0 (a )，q0 (a )，r0 (a ) )，其中

m0 (a ) = 0， s0 (a ) = e-∫0
a
φ (τ )dτ

， i0 (a ) = q0 (a ) = 0， r0 (a ) = 1 - e-∫0
a
φ (τ )dτ .

在无病平衡点处对模型（3）进行线性化，并假设线性化模型的解具有如下形式

m (a，t ) = -m (a )eλt， s (a，t ) = s0 (a ) + -s (a )eλt， i (a，t ) = -i (a )eλt，
q (a，t ) = -q (a )eλt， r (a，t ) = r0 (a ) + -r (a )eλt.

省略高阶项得
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λ-m (a ) + d
-m (a )
da = -δ-m (a )，

λ-s (a ) + d
-s (a )
da = δ-m (a ) - λ(a ) s0 (a ) - φ (a ) -s (a )，

λ -i (a ) + d
-i (a )
da = λ(a ) s0 (a ) - [ g (a ) + α (a ) ] -i (a )，

λ-q (a ) + d
-q (a )
da = g (a ) -i (a ) - α (a ) -q (a )，

λ-r (a ) + d
-r (a )
da = φ (a ) -s (a ) + α (a ) [ -i (a ) + -q (a ) ]，

λ(a ) = k (a ) ∫0+∞β (a )P∞ (a ) -i (a )da，
-m (0 ) = -s (0 ) = -i (0 ) = -q (0 ) = -r (0 ) = 0.

（5）

由模型（5）中第3个方程得到

-i (a ) = ∫0a λ( ξ )e-∫0ξ φ (τ )dτe-λ(a - ξ ) e-∫ξa [ g (τ ) + α (τ ) ] dτdξ= V0 ∫0a k ( ξ )e-∫0ξ φ (τ )dτe-λ(a - ξ )e-∫ξa [ g (τ ) + α (τ ) ] dτ dξ， （6）
其中

λ(a ) = k (a )V0， V0 = ∫0+∞β (a )P∞ (a ) -i (a )da . （7）
把式（6）代入式（7）得

1 = ∫0+∞β (a )P∞ (a ) ∫0a k ( ξ )e-∫0ξ φ (τ )dτe-λ(a - ξ )e-∫ξa [ g (τ ) + α (τ ) ] dτ dξda . （8）
令

G (λ) = ∫0+∞β (a )P∞ (a ) ∫0a k ( ξ )e-∫0ξ φ (τ )dτe-λ(a - ξ )e-∫ξa [ g (τ ) + α (τ ) ] dτ dξda .
显然R (φ ) = G (0 )，即

R (φ ) = ∫0+∞β (a )P∞ (a ) ∫0a k ( ξ )e-∫0ξ φ (τ )dτe-∫ξa [ g (τ ) + α (τ ) ] dτ dξda .
定理 1 如果 R (φ ) < 1，则无病平衡点 E0 (m0 (a )，s0 (a )，i0 (a )，q0 (a )，r0 (a ) )是局部渐近稳定的；如果

R (φ ) > 1，则无病平衡点E0是不稳定的。

证明 当λ取实数时，有

G′(λ) < 0， lim
λ→ +∞G (λ) = 0， lim

λ→ -∞G (λ) = +∞ .
当G (0 ) > 1时，方程（8）有唯一的正实根，此时无病平衡点E0不稳定。当G (0 ) < 1时，方程（8）有唯

一的负实根 λ*，λ* 是 G (0 ) = 1的占优实根。设 λ = x + iy是方程 （8） 的任意复数根，由于 1 = G (λ* ) =
| G ( x + iy ) | ≤ G ( x )，由G (λ)的递减性得Reλ < λ*。由此可得，如果R (φ ) < 1，则无病平衡点E0是局部渐近

稳定的；如果R (φ ) > 1，则无病平衡点E0是不稳定的。

事实上，如果不接种，即φ (a ) = 0，则得到基本再生数

R (0 ) = ∫0+∞β (a )P∞ (a ) ∫0a k ( ξ )e-∫ξa [ g (τ ) + α (τ ) ] dτ dξda .
3 无病平衡点的全局稳定性

定理2 如果R0 < 1，则模型（3）的无病平衡点E0是全局渐近稳定的。

证明 令

f (a，t ) = λ(a，t ) s (a，t )， λ(a，t ) = k (a ) ∫0+∞β (a )P∞ (a ) i (a，t )da = k (a )V ( t )，
其中V ( t ) = ∫0+∞β (a )P∞ (a ) i (a，t )da。
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沿特征线对模型（3）中第3、4个方程积分得

i (a，t ) = ∫0a f ( ξ，t - a + ξ )e-∫ξa [ g (τ ) + α (τ ) ] dτ dξ， a < t，
q (a，t ) = ∫0a g ( ξ ) i ( ξ，t - a + ξ )e-∫ξa [ g (τ ) + α (τ ) ] dτ dξ， a < t .

因此

f (a，t ) = λ(a，t ) s (a，t ) ≤ λ(a，t ) = k (a )V ( t ) = k (a ) ∫0+∞β (a )P∞ (a ) ∫0a f ( ξ，t - a + ξ )e-∫ξa [ g (τ ) + α (τ ) ] dτ dξda .
令F (a ) = lim

t → +∞ sup f (a，t )。对上式两边去 t → +∞时的上极限，由Fatou引理［12］得

F (a ) ≤ k (a ) ∫0+∞β (a )P∞ (a ) ∫0a F ( ξ )e-∫ξa [ g (τ ) + α (τ ) ] dτ dξda . （9）
令常数

C = ∫0+∞β (a )P∞ (a ) ∫0a F ( ξ )e-∫ξa [ g (τ ) + α (τ ) ] dτ dξda . （10）
则式（9）变为F (a ) ≤ k (a )C。从而

C ≤ ∫0+∞β (a )P∞ (a ) ∫0a k ( ξ )Ce-∫ξa [ g (τ ) + α (τ ) ] dτ dξda = CR0 . （11）
由式（11）可以看出，若R0 < 1，则C = 0。从而F (a ) = 0。因此， lim

t → +∞ sup f (a，t ) = 0。利用特征线法对模

型（3）的第3，4个方程积分得到 i (a,t ), q (a,t ),取极限得

lim
t → +∞m (a，t ) = 0， lim

t → +∞ i (a，t ) = 0， lim
t → +∞ q (a，t ) = 0， lim

t → +∞ λ(a，t ) = 0 .
从而有

lim
t → +∞ s (a，t ) = e-∫0

a
φ (τ )dτ = s0， lim

t → +∞ r (a，t ) = 1 - e-∫0
a
φ (τ )dτ = r0 .

故若R0 < 1，则无病平衡点E0全局渐近稳定。

4 地方病平衡点的存在性和稳定性
定理3 当R (φ ) > 1时，模型（3）存在一个地方病平衡点。

证明 模型（3）有满足如下方程组的正解E* (m* (a )，s* (a )，i* (a )，q* (a )，r* (a ) )，
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dm* (a )
da = -δm* (a )，

ds* (a )
da = δm* (a ) - λ* (a ) s* (a ) - φ (a ) s* (a )，
di* (a )
da = λ* (a ) s* (a ) - [ g (a ) + α (a ) ] i* (a )，
dq* (a )
da = g (a ) i* (a ) - α (a )q* (a )，

dr* (a )
da = φ (a ) s* (a ) + α (a ) [ i* (a ) + q* (a ) ]，

λ* (a ) = k (a ) ∫0+∞β (a )P∞ (a ) i* (a )da = kV *，
m* (a ) + s* (a ) + i* (a ) + q* (a ) + r* (a ) = 1，
m* (0 ) + s* (0 ) = 1，i* (0 ) = q* (0 ) = r* (0 ) = 0，

（12）

其中

V * = ∫0+∞β (a )P∞ (a ) i* (a )da . （13）
求解方程组（12）中的第2、3个方程得
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s* (a ) = δ ∫0am* ( ξ )e-∫0
a [ φ (τ ) + k (τ )V * ] dτ dξ， （14）

i* (a ) = V *k ( ξ ) s* ( ξ )e-∫ξ
a [ g (τ ) + α (τ ) ] dτdξ . （15）

将式（14）代入式（15）得

i* (a ) = V * ∫0a k ( ξ )e-∫ξa [ g (τ ) + α (τ ) ] dτ ∫0a δm* (η )e-∫0
a [ φ (τ ) + k (τ )V * ] dτ dηdξ . （16）

把式（16）代入式（13），然后在所得方程的两边同除以V *注意到(V * ≠ 0)得
1 = ∫0+∞β (a )P∞ (a ) ∫0a k ( ξ )e-∫ξa [ g (τ ) + α (τ ) ] dτ ∫0a δm* (η )e-∫0

a [ φ (τ ) + k (τ )V * ] dτ dηdξda = H (V * ) . （17）
若方程 （17） 有一个正解，那么模型 （3） 就存在地方病平衡点。又因为 m* (a ) + s* (a ) + i* (a ) +

q* (a ) + r* (a ) = 1，m* (a ) > 0，s* (a ) > 0，则 i* (a ) < 1，即

V * ∫0a k ( ξ )e-∫ξa [ g (τ ) + α (τ ) ] dτ ∫0a δm* (η )e-∫0
a [ φ (τ ) + k (τ )V * ] dτ dηdξ < 1. （18）

对任意V * > 0，由方程（17） ~（18）得

V *H (V * ) = ∫0+∞β (a )P∞ (a )V * ∫0a k ( ξ )e-∫ξa [ g (τ ) + α (τ ) ] dτ ∫0a δm* (η )e-∫0
a [ φ (τ ) + k (τ )V * ] dτ dηdξda< ∫0+∞β (a )P∞ (a )da .

令 β+ = ∫0+∞β (a )P∞ (a )da，则 V *H (V * ) < β+。若 V * = β+，有 H ( β+ ) < 1，由于 H (V * )是关于 V *的单调递

减连续函数，因此若当 ∫0a δm* (η )dη = 1，则H (0 ) = R (φ ) > 1时，则H (V * ) = 1在区间 (0，β+ )上存在正解 V͂ *。

即当R (φ ) > 1时，模型（3）存在地方病平衡点［13］。

接着讨论地方病平衡点的稳定性，令 m͂，s͂，i͂，q͂，r͂，V͂是m*，s*，i*，q*，r*，V *的线性扰动，对模型（3）在地

方病平衡点E* (m* (a )，s* (a )，i* (a )，q* (a )，r* (a ) )处线性化，考虑如下指数解

m͂ (a，t ) = -m (a )eλt， s͂ (a，t ) = -s (a )eλt， i͂ (a，t ) = -i (a )eλt，
q͂ (a，t ) = -q (a )eλt， r͂ (a，t ) = -r (a )eλt， V͂ ( t ) = -V eλt .

省略高阶项得
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λ-m (a ) + d
-m (a )
da = -δ-m (a )，

λ-s (a ) + d
-s (a )
da = δm* (a ) - k (a ) [ s* (a ) -V + -s (a )V * ] - φ (a ) -s (a )，

λ -i (a ) + d
-i (a )
da = k (a ) [ s* (a ) -V + -s (a )V * ] - [ g (a ) + α (a ) ] -i (a )，

λ-q (a ) + d
-q (a )
da = g (a ) -i (a ) - α (a ) -q (a )，

λ-r (a ) + d
-r (a )
da = φ (a ) -s (a ) + α (a ) [ -i (a ) + -q (a ) ]，

-V = ∫0+∞β (a )P∞ (a ) -i (a )da .

（19）

注意到-m，-s，-i，-q，-r可正可负，若-V ≠ 0，令m1 =
-m
-V
，s1 =

-s
-V
，i1 =

-i
-V
，q1 =

-q
-V
，r1 =

-r
-V
，则

164



第 3期 豆中丽：具有年龄结构的MSIQRS传染病模型的稳定性分析

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

λm1 (a ) + dm1 (a )
da = -δm1 (a )，

λs1 (a ) + ds1 (a )da = δm1 (a ) - k (a ) [ s* (a ) + s1 (a )V * ] - φ (a ) s1 (a )，
λi1 (a ) + di1 (a )da = k (a ) [ s* (a ) + s1 (a )V * ] - [ g (a ) + α (a ) ] i1 (a )，
λq1 (a ) + dq1 (a )da = g (a ) i1 (a ) - α (a )q1 (a )，
λr1 (a ) + dr1 (a )da = φ (a ) s1 (a ) + α (a ) [ i1 (a ) + q1 (a ) ]，
1 = ∫0+∞β (a )P∞ (a ) i1 (a )da .

（20）

记

T (λ)：= ∫0+∞β (a )P∞ (a ) i1 (a )da . （21）
求解方程组（20）得

s1 (a ) = ∫0a éëê ù
û
úδe-( δ + λ) ξ - k ( ξ ) δ ∫0ae-δηe-∫0a [ φ (τ ) + k (τ )V * ] dτdη e-∫0

a [ φ (τ ) + k (τ )V * ] dτe-λ(a - ξ )dξ，

i1 (a ) = ∫0a k ( ζ ) {δ ∫0ae-δσe-∫0a [ φ (τ ) + k (τ )V * ] dτ dσ + V * ∫0a éëê ù
û
úδe-( δ + λ) ξ - k ( ξ ) δ ∫0ae-δηe-∫0a [ φ (τ ) + k (τ )V * ] dτ dη

}⋅e-∫0
a [ φ (τ ) + k (τ )V * ] dτe-λ(a - ξ )dξ e-∫ζ

a [ g (τ ) + α (τ ) ] dτe-λ(a - ζ )dζ

= ∫0a k ( ζ ) { }δ ∫0ae-∫0a [ φ (τ ) + k (τ )V * ] dτ éëêê ù

û
úúe-δσ + V * ( )e-( δ + λ) ξ - k ( ξ ) ∫0ae-δη e-∫0a [ φ (τ ) + k (τ )V * ] dτdη e-λ(a - ξ ) dξ

⋅e-∫ζ
a [ g (τ ) + α (τ ) ] dτe-λ(a - ζ )dζ .

令

H (a，η ) = e-δσ + V * (e-( δ + λ) ξ - k ( ξ ) ∫0ae-δη e-∫0a [ φ (τ ) + k (τ )V * ] dτdη) e-λ(a - ξ ) ，
则得到

i1 (a ) = ∫0a δk ( ζ ) ( )∫0ae-∫0a [ φ (τ ) + k (τ )V * ] dτH (a，η )dξ e-∫ζa [ g (τ ) + α (τ ) ] dτe-λ(a - ζ )dζ .
将 i1 (a )代入式（21）得

T (λ) = ∫0+∞β (a )P∞ (a ) ∫0a δk ( ζ ) ( )∫0ae-∫0a [ φ (τ ) + k (τ )V * ] dτH (a，η )dξ e-∫ζa [ g (τ ) + α (τ ) ] dτe-λ(a - ζ )dζda .
定理4 若满足以下条件

V * ∫0a [ δe-( δ + λ) ξ - k ( ξ ) δ ∫0ae-δηe-∫0a [ φ (τ ) + k (τ )V * ] dτdη ] dξ < 1， （22）
则（i） T (λ)关于λ递减且当λ→ +∞时趋于0；（ii） T (0 ) < 1。

证明 （i）若条件（22）满足，则可得到T (λ) ≥ 0关于λ递减且当λ→ +∞时，T (λ) → 0。
（ii）令λ = 0得
T (0 ) = ∫0+∞β (a )P∞ (a ) ∫0a k ( ζ )e-∫ζa [ g (τ ) + α (τ ) ] dτ δ ∫0ae-δσe-∫0a [ φ (τ ) + k (τ )V * ] dτ dσ dζda

+∫0+∞β (a )P∞ (a ) ∫0a k ( ζ )e-∫ζa [ g (τ ) + α (τ ) ] dτ V * ∫0a éëê ù
û
úδe-δξ - k ( ξ ) δ ∫0ae-δηe-∫0a [ φ (τ ) + k (τ )V * ] dτdη e-∫0

a [ φ (τ ) + k (τ )V * ] dτdξdζda .
由式（17）可以看出上式第一项的积分等于1，因此T (0 ) < 1。

由定理 4及上式T (λ)，说明当方程T (λ) = 1，也就是方程（21）有唯一的负实根且所有的复根实部都

小于这个实根。
定理5 假设式（22）成立，则模型（3）的地方病平衡点局部渐近稳定。
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5 讨 论

基本再生数R0表示一个病人在其染病期间所感染的病人数。一旦隔离成功后，则基本再生数R0 < 1，
这说明隔离后可以使再生数减少，即新感染病人数减少，使无病平衡点稳定，从而有利于病疫的控制消
除传播。当R (φ ) < 1时，无病平衡点局部渐近稳定；当R0 < 1时，无病平衡点全局渐近稳定性，说明传

染病逐渐的趋于灭绝；当R (φ ) > 1时，地方病平衡点局部渐近稳定的，这说明传染病不会消除，而是逐

渐趋于稳定，形成一种地方病。
为了消除传染病，人们总是尽可能的降低基本再生数R0以至于小于 1。若φ (a )，g (a )，α (a )增大时，则

R (φ ) 减 少 ， 从 而 疾 病 容 易 控 制 。 令 -φ，-g，-α 分 别 为 φ (a )，g (a )，α (a ) 的 上 限 ， 此 时 R (-φ，-g，-α ) =
∫0+∞β (a )P∞ (a ) ∫ξa k ( ξ )e--φ ξe-( -g + -α ) (a - ξ ) dξda，则年龄 ξ越大，项 e-( -g + -α ) (a - ξ )变大［10］，这就说明隔离治疗越早越有

利于控制疾病，越晚可能造成疾病的爆发。
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